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Bu çalışmada iki deformasyon parametresi içeren bir bozon cebiri göz önüne aldık. 
Bu cebirin homojen olmayan kuantum simetri grubunu bulduk. Elde ettiğimiz 







THE INHOMOGENEOUS QUANTUM INVARIANCE GROUP 
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In this study, we considered a boson algebra including two deformation parameters. 
We found the inhomogeneous quantum symmetry group of this system. We wrote R-







BÖLÜM 1.  GİRİŞ 
 
 
Mekanik; cisimlerin hareketini inceleyen bir bilim dalıdır. Mekanik konusunu, statik, 
kinematik ve dinamik olmak üzere üç bölüme ayırmak mümkündür. Statik;  
cisimlerin yapılarının bozulmadan dengede kalabilmeleri için gerekli koşulların ne 
olacağı ile ilgilenir. Kinematik; cisimlerin hareketlerini (konumlarının zamanla 
değişimini) ele alır. Dinamik ise; harekete sebep olan unsurlar ışığında cisimlerin 
hareketini inceler[1, 2].  
 
Bir cisim, örneğin; dünya çevresinde dönen bir uydu, yörünge üzerinde ilerlerken 
aynı anda kendi ekseni etrafında da dönme hareketi yapabilir. Bir başka cisim 
örneğin; bir yağmur damlası, hareket ederken aynı anda şeklini de değiştirebilir. 
Hareketin kendine özgü bu karmaşıklığını kolaylaştırmak için genellikle bu yapılar 
incelenmeden önce, parçacık adı verilen yapının hareketi göz önüne alınır. 
Matematiksel olarak parçacık; nokta gibi boyutları (eni, boyu ve derinliği) olmayan 
bir sistemdir. Bu sebeple parçacık hareketi düşünüldüğünde dönme veya şekil 
değiştirme gibi durumları söz konusu olmaz. Doğada parçacık diye bir nesne 
bulunmaz ancak yine de bu kavram yararlıdır,  çünkü boyutları olan bir cisim bile 
bazı durumlarda bir parçacık gibi davranabilir. Parçacık gibi davranabilmesi için 
cismin çok küçük olması gerekmez. Örneğin dünya ile güneş arasındaki uzaklık göz 
önüne alınırsa, bu uzaklığa göre güneş ve dünya bir parçacık gibi kabul edilebilir. 
Güneşi ve gezegenleri bir parçacık gibi kabullenerek hesap yapılırsa çok fazla hata 
yapmadan yaklaşık olarak onların hareketi ile ilgili bilgiler elde edilebilir. Gerekli 
durumlar ve şartlar el verdiğinde bir futbol topu atomlar veya protonlar bir parçacık 
olarak düşünülebilir. Bir sistemin tek bir parçacık olarak düşünülmesinin uygun 
olmadığı durumlarda da, o sistemin birçok parçacıktan oluştuğu kabul edilerek,  




Eğer bir parçacık belirli bir denge konumu etrafında ileri-geri yer değiştiriyorsa bu 
parçacığın harmonik (salınım veya titreşim) hareket yaptığı söylenir. Bu hareketler, 
kendini tekrarlayabilme özelliklerinden dolayı periyodik hareket olarak da 
adlandırılırlar. Ancak sistem içerisindeki sürtünme kuvvetleri sebebiyle; çoğu zaman, 
bu hareketler sönümlü bir şekilde gözlenebilir. Mesela; bir keman teli veya sarkaç 
belli bir zaman sonra salınım yapamayacak duruma gelirler. Büyük nesnelerin 
sönümlü hareketlerinde sürtünme ortadan kaldırılamaz. Ancak, salınan sistem 
sürtünmenin neden olduğu enerji kaybına eşit bir enerji ile beslenerek salınımın 
devamı sağlanır. Duvar saatlerinde yay, salınan sarkaca bu enerjiyi sağlar ve sarkaç 
salınım hareketini bu sayede sürdürür[3, 4, 5]. 
 
Harmonik harekete örnek olarak bir yay sarkacı sistemi göz önüne alınabilir. Yay 
sarkacı sistemi sabit bir noktaya bağlanmış kütlesi ihmal edilen bir yay ile o yayın 
ucuna bağlanmış sürtünmesiz bir yüzey üzerindeki m kütleli bloktan oluşur. Yay 
gerilmemiş ve sıkıştırılmamış durumda iken blok, sistemin denge konumu olarak 
adlandırılan  konumundadır. Blok denge konumundan x kadar 




eşitliği ile ifade edilebilen bir kuvvet uygular. Burada orantı katsayısı k yay sabiti 
olarak da adlandırılır. Bu kuvvet, eşitlikteki eksi işaretinden de anlaşılacağı gibi 
sistemi daima denge konumuna getirmeye çalışır ve bu sebeple de blok, bu kuvvetin 
etkisi altında harmonik hareket yapar[5]. 
 
(1.1) eşitliği ikinci mertebeden bir diferansiyel denklem olup; çözümü   
 
   
 
eşitliği ile ifade edilebilir.  Burada ; söz konusu sistemin açısal frekansı olarak 






eşitliğini sağlar.  
 
Eşitlik (1.1)’ deki yay kuvveti korunumlu bir kuvvettir. Dolayısı ile söz konusu 
kütle-yay sistemi için, 
 
 
eşitliği ile ifade edilen bir potansiyel enerji fonksiyonu yazmak mümkündür. 





eşitliği ile ifade edilebilir. Burada p, m kütleli bloğun momentumunu 
göstermektedir[4, 5]. 
 
Herhangi bir sistemin potansiyelinin kararlı denge durumu gözlendiğinde, minimum 
civarında bu sistemin potansiyeli Şekil 1.1’de de görüldüğü gibi kütle-yay sisteminin 
potansiyeline yaklaşır. 
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Şekil 1.1. Konum-Potansiyel Enerji Grafiği 
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Bu durumun matematiksel bir ifade ışığında da görülmesi mümkündür.  






eşitliği elde edilir[6, 7, 8]. 
 
Taylor serisine açılmış,   fonksiyonunun  minimum noktasında birinci türevi 




şeklinde tekrar yazılabilir. x’ in çok küçük değerleri için bu toplam ifadesindeki üç 
ve üçten daha yukarı mertebede bulunan terimler göz ardı edilebilir. Bu da x’ in 




şeklinde yazmayı mümkün kılar. Elde edilen bu ifade,   için, harmonik 
salınıcı için yazılan potansiyel ifadesi ile aynıdır [6, 7]. 
 
Harmonik salınıcı problemi klasik mekanikte olduğu kadar kuantum mekaniğinde de 
önemli bir yere sahiptir. Moleküllerde, kristal yapılarda tek tek atomların denge 
konumları civarındaki titreşim hareketlerinin incelenmesinde veya bir kovuk içindeki 
elektromanyetik alan salınımlarının kuantum mekaniksel incelemelerinde, kuantum 
katıhal fiziği, kuantum optik, kuantum alan teorisi, moleküler spektroskopi vb. 
alanlarda harmonik salınıcı önemli rol oynar. Harmonik salınıcı problemi, öz değer 
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problemi tam olarak çözülebilen belli başlı problemlerden biri olduğundan, çözümü 
zor bazı problemler için sık sık başvurulan önemli bir modeldir [5]. 
 
Kuantum harmonik salınıcı problemi kuantum mekaniğinde iki farklı yöntem 
ışığında çözülebilir. Bunlardan biri harmonik salınıcı sistemi için yazılan 
Schrödinger denkleminin Hermite polinomları yardımı ile çözülmesidir. Diğeri ise 
çarpanlara ayırma yöntemi ile elde edilen çözümdür. Çarpanlara ayırma yöntemi 
daha sade bir matematik içermesi ve alan teorisi ile ilgili dikkate değer yaklaşımlara 
ufuk açması bakımından önemlidir. 
 
Çalışmamızın ikinci bölümünde harmonik salınıcı cebirini kısaca tekrar ettik. Daha 
sonra bu cebirsel yapının bir veya daha fazla deformasyon parametresi ile deforme 
edilmesi sonucu, sistemlerin tutarlı bir şekilde nasıl genelleştirildiğini, yapılan farklı 
çalışmalar ışığında özetledik. Böylece, göz önüne aldığımız q,r-deforme bozon 
cebirinin nasıl inşa edildiği hakkında genel bir bilgi vermiş olduk. Çalışmamızın son 
bölümünde de göz önüne alınan (q,r)-deforme bozon cebiri için inhomojen kuantum 




BÖLÜM 2. ÇARPANLARA AYIRMA YÖNTEMİ İLE 

















şeklinde yeniden yazmak mümkündür.  Parantez içerisindeki ifadelerden toplama 
işareti içeren terimler  parantezine, çıkarma işareti içeren terimler de   




şeklinde yazılabilir.  


















şeklinde yazılabilir. Eşitlik (2.2), (2.4) ve (2.5) kullanılarak  operatörü ve  




bulunur. Bu komütasyon bağıntısı (2.6) eşitliğinde kullanılırsa Hamiltonyen 









eşitliği ile ifade edilebilir. Burada  Hamiltonyen operatörünün özdeğerini temsil 
ederken  ise bu özdeğere karşı gelen özdurumu gösterir. 
 
Hamiltonyen operatörü  ile  ve  operatörleri arasındaki komütasyon bağıntıları 
araştırıldığında, bu bağıntıların   





şeklinde olduğu kolaylıkla görülebilir. 
 
(2.9) ve (2.10) eşitlikleri dikkate alınarak  komütatörünün  enerji 












eşitlikleri de yazılabilir. 
 
Eşitlik (2.12)’ye dikkatli bir şekilde bakılacak olursa  Hamiltonyen operatörünün 
 şeklinde ifade edilen bir özduruma etki etmesi sonucu  özdeğeri 


















elde edilir [12, 13]. 
 
Eşitlik (2.13) için de benzer şekilde  Hamiltonyen operatörünün  şeklinde 
ifade edilen bir özduruma etki etmesi sonucu  öz değeri elde edilmekte ve 








eşitliği yazılabilir ve  katsayısı bulunurken izlenen yola benzer yol takip edilerek 




eşitliği elde edilebilir. 
10 
 
Eşitlikler (2.14) ve (2.17)’den de anlaşılmaktadır ki  operatörü Hamiltonyen 
özdurumunu  kadar düşük özdeğerli bir başka özduruma çevirirken,  operatörü 
Hamiltonyen özdurumunu  kadar yüksek özdeğerli bir başka özduruma 
dönüştürmektedir. İşte bu özelliklerinden dolayı bu operatörler indirgenme ve 
yükseltgenme veya azaltma ve artırma operatörleri olarak adlandırılırlar.  
 
Kuantum harmonik salınıcı, harmonik salınıcının toplam enerjisi için pozitif enerji 
değerleri vermelidir. Bu durumu daha iyi kavrayabilmek için (2.1) eşitliğine 
bakılabilir. Eşitliğin sağındaki ikinci terime bakıldığında  hermitik bir işlemcidir ve 
sadece reel özdeğerlere sahip olabilir. Bunun sonucu olarak, x’ in karesi daima 
pozitiftir. Aynı durum  momentum operatörü için de geçerlidir. (2.1) eşitliğinden 
konum ve momentumun her ikisinin karelerinin beklenen değerlerinin toplamı, 
Hamiltonyen’in beklenen değeri olduğundan bu değer ancak artı işaretli olabilir. Bu 
durum, kuantum harmonik salınıcı için, negatif enerji durumlarının bulunmadığını 
gösterir. Bu sebeple bu enerjinin bir en küçük değeri olmalıdır. Bu en küçük enerji 
değeri  ile, bu enerjiye karşılık gelen özdurum da  ile gösterilirse, bu enerjinin 




eşitliği ile ifade edilir. Enerjinin en küçük değerini (taban durumu enerjisini) bulmak 





sonucu elde edilir ki buradan da açıkça en küçük-taban durumunda    kadar bir 
enerjinin var olduğu görülmektedir [11].  
 













eşitliğini sağlamaktadır. (2.23) eşitliğini düzenlersek; kuantum harmonik salınıcı 











şeklinde yeniden yazılabilir. 
 
Eğer   tane özdeş parçacıktan oluşan bir sistemin enerjisi olarak kabul edilirse; 
(2.22) eşitliği,  operatörünün sayı operatörü olarak adlandırılabilmesini sağlar.  
  operatörlerinin enerji seviyeleri arasındaki geçişi sağlamaları ve bu enerji 
seviyeleri arasındaki geçişin, sistemdeki özdeş parçacıkların sayılarının değişmesine 




BÖLÜM 3.  DEFORME BOZON CEBİRLERİ  
 
 




şeklinde genelleştirilmesi ilk defa Arık ve Coon [15, 16] tarafından 
gerçekleştirilmiştir. Bu ifade içerdiği q parametresi sebebiyle q-deforme bozon cebiri 
olarak da adlandırılmaktadır. Cebirsel ifadedeki  deforme yaratma operatörünü,  
ise deforme yok etme operatörünü göstermektedir [17, 18]. 
 
(3.1) eşitliği için harmonik salınıcı cebirindekine benzer şekilde bir sayı operatörü 
tanımlamak mümkündür. Ancak bu durumda tanımlanan sayı operatörü, ikinci 





şeklinde köşeli parantez kullanarak göstermek uygun olacaktır. Bu durum   




yazmayı mümkün kılacaktır. Her iki deforme sayı operatörü için aşağıdaki özdeğer 












fark denklemi elde edilir.  olacak şekilde bir ilk değer göz önüne alındığında, 




ifadesi olur[8, 17].  
 
Standart harmonik salınıcı cebirini tanımlayan eşitliklere benzer şekilde; q-deforme 






eşitliklerini yazmak uygun olacaktır. Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir 
nokta yukarıdaki komütasyon bağıntılarının; deforme yok etme ve yaratma 
operatörleri ile standart sayı operatörleri arasında yazılmış olmasıdır. Bu komütasyon 










(3.8) ve (3.9) eşitliklerindeki deforme yok etme ve deforme yaratma operatörlerinin 
matris temsilleri de gösterilebilir. Bunun için herhangi bir ’in aşağıdaki 
bağıntıları sağlaması şartıyla, 
 
 
                                        
 
 




şeklinde ifade edilebilir. Bu eşitlik  operatörünün  tabanındaki matris 
gösterimidir ve bu matrisin bütün elemanlarının bulunabilmesi için sadece temsili 
aranan operatörün kullanılan tabana etkilerinin sonucunun bilinmesi yeterlidir [5]. 
 
Operatörlerin matris gösterimleri kullanılan tabana göre değişir. Bir operatörün 
değişik durumlara göre matris gösterimleri üniter benzerlik dönüşümleri ile 
birbirlerine bağlıdır. Bunu görmek için bir   operatörünün iki farklı  ve   




















bağıntısından da görüldüğü gibi   eşitliğini sağlayan üniter bir matristir. 






ifadesinden de açıkça görüldüğü gibi ’nın farklı tabanlardaki matris gösterimleri 
üniter benzerlik dönüşümü ile birbirlerine bağlıdır[5]. 
 






eşitliklerinin elde edilebileceği söylenebilir. Elde edilen ifadeleri ışığında da deforme 







şeklinde yazılabilir. Deformasyon parametresi , bire eşit alındığında deforme yok 
etme operatörü  ve deforme yaratma operatörü ’nin matris temsili için yazılan 
ifadeler standart harmonik salınıcının yok etme ve yaratma operatörlerinin matris 
temsili için yazılan ifadeler ile aynı hali alır [8].  
 
q-deforme bozon cebiri ile ilgili çalışmalara bakıldığında kolaylıkla fark edilebilir ki 
standart harmonik salınıcı cebirinin bir parametreli deformasyonu sadece  (3.1) 
eşitliğindeki gibi değil, farklı eşitliklerle de ifade edilmiştir [20-24].  
 





ifadesidir. Macfarlane-Biedenharn’ın bu konudaki çalışmalarını önemli kılan unsur, 
bu ifadenin kendisinden ziyade, bu ifadeyi kullanarak  cebirinin inşa 
edilebileceğinin gösterilmesidir. Macfarlane ve Biedenharn, böyle bir ilişkinin 
varlığını göstermek için Schwinger’in[25] standart harmonik salınıcı cebirini 
kullanarak cebirini inşa ederken izlediği yolu takip etmiştir.  
 
Birbirinden bağımsız  deforme yok etme operatörleri ile  deforme 

















şeklinde yazılabileceğini göstermişlerdir. Bu cebirsel yapı, Sklyanin [26], Jimbo 
[27], Drinfeld [28] ve Woronowicz [29]’in  kuantum grubu için öngördüğü 
cebirsel yapıdan başka bir şey değildir [21].  
 
Yukarıdaki yaklaşımlara alternatif olarak q-deforme bozon cebiri ve  
kuantum grubu arasındaki ilişki,  matris kuantum grubu ve bu matrisin 
elemanları arasındaki ilişki göz önüne alınarak da görülebilir. 
 




M  matrisi  kuantum grubunun elemanı ise, bu matrisin elemanları arasındaki 















eşitlikleri ile ifade edilebilir [30]. 
 




                                                                                                                                                                       




Şekil 3.1.   Kuantum matrisi elemanları komütasyon bağıntıları diyagramı 
 





















eşitliğinin de sağlanması gerekir. Yani  için M matrisinin elemanları 




































şeklinde ifade edilen, bir boyutlu q-deforme salınıcısı olur [30]. Burada deformasyon 
parametresi q, 0 ile 1 arasında tanımlıdır. 
 
(3.1) ve (3.16) eşitliklerinde görüldüğü gibi bir boyutlu deforme bozon cebiri farklı 
eşitliklerle ifade edilmiştir. Bu duruma benzer şekilde bir parametreli deforme bozon 
cebirinin çok boyutlu genelleştirilmeleri de farklı eşitliklerle ifade edilebilir[32,33]. 
 
q-deforme salınıcı cebirinin çok boyutlu genelleştirilmesi ilk olarak CBY (Coon, 




eşitliği ile ifade edilmiştir[8, 36]. Daha sonra Arık ve Coon bir boyutlu deforme 









eşitlikleri ile ifade edilen d-boyutlu q-deforme bozon cebirini inşa etmiştir[16]. 
Ancak bu cebirsel yapı bir kuantum grubu simetrisi göstermez. Cebirsel yapının 
kuantum grubu simetrisi göstermesi farklı koordinatlardaki yok etme operatörlerinin 
komütatif olmayan bir yapıya sahip olması ile gerçekleştirilebilir. Bu yapı ilk defa 












eşitlikleri ışığında göz önüne alınmıştır. 
 
Bu cebirsel yapılara ek olarak harmonik salınıcı için kuantizasyon işleminin 
Hamiltonyen denklemi yerine Newton denklemi göz önüne alınarak gerçekleştirildiği 





şeklinde ifade edilen bir fark denklemi elde etmek olasıdır [38]. Ancak açıktır ki bir 
boyutlu sistemlerin çoğunda bu fark denklemi sağlanır. Bu sebeple bir boyutlu 
sistemleri için bu fark denklemi ışığında yapılan bir sınıflandırma herhangi bir 
orjinallik içermez. Fakat çok boyutlu sistemler göz önüne alınmaya başlandığında 







eşitlikleri ile ifade edilen  simetrisi gösteren bir cebirsel yapı yazmayı mümkün 
















eşitlikleri yazılabilir. Böylece bir boyutlu Newton salınıcısı için yaratma ve yok etme 








şeklinde gösterilebilir.  
 
Çok boyutu deforme bozon cebirlerinin iki parametre ile yazılması da 
mümkündür. Bunun nasıl yazılabileceğini görmek için öncelikle iki deformasyon 












eşitliğinde gösterilen Macfarlane-Biedenharn salınıcısının genelleştirilmiş bir halidir. 
Çünkü   için eşitlik (3.41), eşitlik (3.42) halini alırken; 
 için eşitlik (3.41) , eşitlik (3.43) halini almaktadır.  
 
(3.41) eşitliği ile ifade edilen  deforme bozon cebirindeki deforme sayı 




şeklinde yazılan Fibonacci temel sayılarıdır. Spektrumun bu özelliği sebebiyle de bu 




eşitliğinin deforme sayı operatörünün de spektrumu eşitlik (3.44)’deki gibi Fibonacci 
temel sayılarıdır. (3.41) ve (3.45) eşitliği ile ifade edilen ve simetrisini kolayca 
24 
 
gösterebileceğimiz bir genelleştirme gerçekleştirmek için iki boyutlu bir sistem göz 















eşitlikleriyle tanımlanan yeni yok etme operatörlerini yazmayı mümkün kılar. Ancak 



















eşitlikleri ile ifade edilen iki boyutlu    deforme bozon cebirini yazmayı 
mümkün kılar. Ancak bu sistem standart harmonik salınıcısının göstermiş olduğu 
 simetrisini göstermez. Bu sistem Pusz-Woronowicz sistemine benzer şekilde 
kuantum grubu simetrisi gösterir. 
 
(3.47) eşitliğinden bir genelleme yaparak iki parametreli d-boyutlu sistem için 











                        
 
                       
 
 







                            
 
                                
 
 






















Fibonacci salınıcısına benzer şekilde CBY tarafından inşa edilen çok boyutlu 
deforme bozon cebirinin de iki parametre ile genelleştirilmesi mümkündür ki bu yapı 
Fibonacci Coon Baker Yu (FCBY) salınıcı olarak da bilinir. Cebirsel yapının nasıl 
























tanımlaması yapılırsa, (3.66) eşitliği  
 
    




BÖLÜM 4. KUANTUM MATRİS GRUPLARI 
 
 
Grup teorisi, simetrinin dili olması açısından fizik için çok önemlidir. Özellikle Lie 
cebiri ve Lie grubu fizikçiler için ayrı bir öneme sahiptir. Ancak bu yapılar lineer 
olmayan integrallenebilir sistemlerin kuantizasyonu çalışırken yetersiz kalmış ve 
daha genel bir ifadeye gereksinim duyulmuştur [42]. Bu genel ifade ilk defa  
grubunun q-deformasyonu olarak Kulish, Reshetikhin[43] ve Sklyanin, Takhtajan, 
Faddeev[44] tarafından yazılmıştır. Ancak bu yapıların kuantum grubu olarak 
adlandırılması ilk defa Drinfeld [28]   tarafından 1986 yılında gerçekleştirilmiştir 
[45]. 
 
Mevcut çalışmalara bakıldığında; kuantum gruplarının farklı yaklaşımlar ışığında 
inşa edildiğini görmek mümkündür. Bu yaklaşımlardan birisi komütatif olmayan ve 
Hopf cebiri aksiyomlarını sağlayan elemanlardan oluşan bir matrisin inşasıdır[31, 
45]. Hopf cebiri antipodu (antipode) bulunan bir bi-cebirdir (bialgebra). Öyle ki, A 
bir F cismi üzerinde birimsel birleşimli cebir ise A’da bi-cebir  
 
    
 

















lineer dönüşümler ile tanımlanabilir[31, 42, 46]. 
 
Eşitlik (4.1) cebirin birleşme özelliğine sahip olma koşuludur ve bu koşul aşağıdaki 
diyagramla da ifade edilebilir; 
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Şekil 4.1. Birleşme özelliği diyagramı 
 
Eşitlik (4.2) cebirin birim elemanının varlığı koşuludur ve bu koşul aşağıdaki 
diyagramla gösterilir.  
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Şekil 4.2. Birim eleman diyagramı    
 






              
                                                                                                                                                                                                 
                                                                         
    
 
Şekil 4.3. Ko-asosyatiflik diyagramı    
 
şeklinde bir komütatif diyagram çizmek mümkündür.  
 
Eşitlik (4.4) ko-birimin (counit) varlığı koşuludur ve bu koşul için  
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Şekil 4.4. Ko-birim diyagramı 
 
şeklinde bir komütatif diyagram çizilebilir.  
 








koşulunu sağlayan bir lineer dönüşümdür. Diğer eşitliklerde olduğu gibi bu ifade de 
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Şekil 4.5. Antipot diyagramı 
 


















komütasyon bağıntılarını sağlayan,  grubudur. Burada, matrisin 










eşitlikleri ile tanımlanan ko-çarpım (coproduct), ko-birim ve antipot ifadeleri ışığında 
Hopf cebiri olduğunu göstermek mümkündür[31].  notasyonu matris elemanları 
arasındaki çarpmanın normal değil, matris tensör çarpımı olarak gerçekleştirdiğini 
belirtmek için kullanılmıştır [42]. 
 
   ifadesi ışığında T matrisinin determinantı hakkında birkaç söz 
söylemek uygun olacaktır. T matrisinin elemanları komütatif olmadığından T 
matrisinin determinantı, elamanları komütatif olan bir matrisin determinantı gibi 




şeklinde yazılabilir. Yukarıdaki ifade de ikinci matrisin determinantının bir’e eşit 
olduğu aşikardır. Öyleyse T matrisinin determinantı birinci matrise bakılarak 








ifadesi de yazılabilir. Bu ifade matrisin bütün elemanları ile komütatiftir [45]. 
 
Kuantum matris grupları için vurgulanması önemli olan bir başka nokta da T 
matrisinin elemanlarının sağlamış olduğu komütasyon bağıntılarının bilgisinin toplu 
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halde bulunduğu bir R-matrisini yazmanın mümkün olmasıdır. Bu matris kuantum 
grupları için Jakobi koşuluna eşdeğer bir role sahip Yang-Baxter denklemini 
















şeklinde yazılabileceğini görmek zor değildir[45]. 
 
 
BÖLÜM 5. İKİ PARAMETRELİ DEFORME BOZON CEBİRİ  
İÇİN İNHOMOJEN KUANTUM DEĞİŞMEZLİK GRUBU 
 
 






eşitlikleri ile tanımlanan iki parametreli deforme bozon cebirinin inhomojen kuantum 
değişmezlik grubunu araştırdık [52]. Böyle bir yapının varlığı, eşitlik (5.1) ve 
(5.2)’deki operatörler için bir dönüşüm matrisi yazılabilmesi anlamına gelir[52-55]. 
















   
 
eşitlikleri ile de ifade edilebilir. (5.6) eşitliği (5.5) eşitliğinin kompleks eşleniğidir. M 
dönüşüm matrisinin, birinci satırındaki elemanlar ile ikinci satırındaki elemanlar 
arasındaki ilişkinin sebebi de bu eşitlik ışığında anlaşılabilir. 
 
Eşitlik (5.1) ve (5.2)’nin, eşitlik (5.5) ile (5.7) arasında ifade edilen dönüşümler 

































   
















eşitliklerini sağlamalıdır.  Ancak bu eşitliklerin sağlanması sistemin simetrisinin bir 
kuantum grubu olduğunu söylemez. Dönüşüm matrisinin bir kuantum matris 
grubunun elemanı olması için; (5.8)-(5.30) eşitlikleri ile ifade edilen cebirsel yapının 




eşitliği ile tanımlanan ko-çarpım ifadesi ışığında, (5.3) eşitliğindeki dönüşüm 



















eşitlikleri yazılabilir. Yukarıdaki ko-çarpım ifadeleri de (5.8) ile (5.30) arasında ifade 





























eşitliklerinin de sağlanmasını zorunlu kılar. Bu eşitlikler (5.32) ile (5.39) ifadeleri 
için de sağlanmaktadır. Yapının Hopf cebiri yapısına sahip olduğunu göstermek için 






eşitlikleri ile tanımlandıklarını akılda tutarak, dönüşüm matrisi M’nin tersinin 






















eşitliğini sağladığı kolaylıkla görülebilir. Dönüşüm matrisi M’nin tersini ifade eden 
eşitliğe bakılırsa, bu ifadenin tersinin varlığının söz konusu olabilmesi için A ve B 
matrisinin terslerinin var olmasının gerekliliği görülebilir. B matrisi komütatif 
elemanlardan oluşan bir matristir ve bu matrisin tersini yazmak hiç de zor değildir. 










eşitliklerini sağlar. Bu matrisin tersi, Schirrmacher ve çalışma arkadaşlarının 
’nin iki parametreli deformasyonu[56] ile ilgili yapmış oldukları çalışma 
ışığında, kolaylıkla yazılabilir.  
 







eşitliği ile ifade edilebilir. Bu eşitliğe benzer şekilde elemanları (5.60)-(5.63) 




eşitliğini öngörmek mümkündür.  operatörleri arasındaki 
komütasyon bağıntıları  eşitliklerini bulmayı 








yazılabilir[56]. Ayrıca belirtmek faydalı olacaktır ki; kuantum matrisi M’nin 




şeklinde ifade edilen  ilişkisini sağlayan bir R matrisi yazmak da mümkündür.  
Burada ’ dir.  Söz konusu kuantum matrisi M için R 












eşitliklerini yazmak uygun olacaktır. Eşitlik (5.65) ışığında (5.66) ve (5.67) 










BÖLÜM 6. SONUÇ  
 
 
Bu çalışmada (5.1) ve (5.2) eşitlikleri ile tanımlanan iki parametreli deforme bozon 
cebiri için homojen olmayan bir kuantum simetri grubu yazılabileceğini gösterdik. 
Söz konusu simetriyi anlatan matris kuantum grubunun homojen bölümüne 
baktığımızda; matris elemanlarının   matris kuantum grubunun 
komütasyon bağıntıları ile aynı eşitlikleri sağlaması sebebiyle de göz önüne almış 
olduğumuz iki parametreli deforme bozon cebirinin inhomojen kuantum simetri 
grubunu   olarak isimlendirdik. Burada B bozonik, I homojen 
olmayan,   de iki boyutlu iki parametreli genel deforme lineer kuantum 
grubunu anlatmak için kullanılan kısaltmalardır.  
 
Göz önüne alınan cebirsel yapının deforme bozon cebirleri için bir genelleştirme 
içermesi ve bu yapının özel bir matematiksel yapıya sahip olduğunun gösterilmesi 
önemlidir. Ancak bu çalışmayı daha önemli yapacak unsur, onun inşa edilebilecek 
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